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Laburpena: Atomo baten simetria jaisten denean, haren energi mailen banatzea gerta-
tzen da. Energi maila eta uhin–funtzio berriak kalkulatzeko Schrödinger-en ekuazioa
ebatzi behar dugu. Baina ebazpen hau oso zaila izan daiteke, batez ere simetria jaisten
den heinean. Taldeen teoriaren bidez energi mailen banatze kualitatibo eta uhin-fun-
tzioen menpekotasun angeluarra oso sinpleki aurki dezakegu.
1. SARRERA
Atomo baten elektroiek, energi maila desberdinak dituzte, atomo
hori isolatuta dagoenean edo beste atomo batzuek inguratuta dagoenean.
Energi mailen aldaketa hau, atomoak jasaten duen potentzialaren aldake-
tan datza. Artikulu honetan, hidrogeno atomoaren energi mailek sei kar-
ga puntualez inguratzen ditugunean pairatzen duten aldaketa aztertuko
dugu.
Hidrogeno atomo baten inguruan sei karga puntual –Ze (Z > 0 karga
negatiboaren kasuan erabiliko da eta Z < 0 karga positiboaren kasuan),
kokatzen baditugu (1. irudia), sistemaren simetria kubikoa delarik, hidro-
geno atomoaren elektroiak jasaten duen potentziala aldatuko da. Hidroge-
no atomoaren nukleoak sortutako eremuari, karga puntualek sortutakoa
gehitu behar zaio eta eremu honen eraginez hidrogeno atomoaren elek-
troiaren energi mailak banatzen dira. Energi mailen banatzea bi eratan az-
ter daiteke: alde batetik, Schrödinger-en ekuazioa ebatziz eta bestetik,
taldeen teoria erabiliz. Azken hau da hemen ikusiko duguna, Schrödin-
ger-en ekuazioaren ebazpenaz iruzkin batzuk egin ondoren. Honela taldeen
teoriaren erabilgarritasuna ikusiko dugu, energi mailen banatzea kuantita-
tiboki kalkulatzerakoan. Hala ere, energi maila berrien balioak ezagutu
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nahi baditugu Schrödinger-en ekuazioa ebaztea beharrezkoa dela ikusiko
dugu.
1. irudia. Hidrogena atomoaren inguruan 6 karga puntual a distantziara kokatu dira.
2. SCHRÖDINGER-EN EKUAZIOA
Demagun hidrogeno-atomoaren elektroia 3d-elektroia dela, zeinak bost
graduko degenerazioa duen, hau da, elektroia bost egoera desberdinetan
egon daiteke baina energia berarekin. Schrödinger-en ekuazioa hidrogeno
atomoaren elektroirako, horrela idatz dezakegu [1]:
(1)
zeinean h Planck-en konstantea den, m elektroien masa, U(r) hidrogenoa-
ren nukleoak sortutako elektroiaren energia potentziala, Vc inguruko kargapuntualek sortutako elektroiaren energia potentziala, ϕ (r) uhin-funtzioa,
eta ε energiaren autobalioa. 
Schrödinger-en ekuazioa ebazteko, demagun Vc(r) terminoa txikia delabeste terminoekin konparatuz perturbazio-teoria erabili ahal izateko. Vc(r)potentziala harmoniko esferikoen funtzioan jarriz, eta kasu honetarako ez nu-
luak diren matrize-elementuak kalkulatuz, ebazteko determinantea aurkitzen
da. Determinante hau ebatzi eta gero, hidrogeno atomoaren 3d energi mai-
lak jasaten duen banatzea aurkitzen da. Horrela, bi energi maila agertzen
dira [2], bata ε3 + 6Ze2/a + 6Dq energiaduna eta bi bider degeneratua, eta bes-tea, ε3 + 6Ze2/a – 4Dq energiaduna eta hiru bider degeneratua. ε3 3d-mailarenenergia da, eta D eta q parametroak dira. 2 irudian ikusten da 3d energi mai-
laren banatzea:
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2. irudia. 3d energi mailaren banatzea.
Bestetik determinantearen matrizearen autobektoreak ere kalkulatuz, elek-
troiaren uhin-funtzioak (ϕξ, ϕη, ϕζ, ϕu, eta ϕv) aurki ditzakegu.
3. TALDEEN TEORIA
Orain ikusiko dugu nola jakin dezakegun zein den energi mailaren
banatze kualitatiboa eta uhin-funtzioen menpekotasun angeluarra, siste-
maren simetria aztertuz. 1 irudiari beha diezaiogun. x, y, eta z ardatzeki-
ko 2π/4, 4π/4, eta 6π/4 angeluko biraketak egiten baditugu, geratzen den
sistema eta hasierakoa sistema bera direla ikus dezakegu, karga puntua-
lak identikoak baitira. z ardatzarekiko 2π/4, 4π/4, eta 6π/4 angeluko bi-
raketei C4(z), C42(z), eta C43(z) esango diegu. Horrela, sistema honen si-metria aztertuz, hogeita lau simetri eragiketa daudela ikus dezakegu
(zentroarekiko inbertsioa inplikatzen duten eragiketak arbuiatuko ditu-
gu). Hogeita lau simetri eragiketa hauek talde izateko baldintzak betetzen
dituzte [3]. Talde baten elementu kopurua mugatua bada, talde finitoa
dela esango dugu eta gainera sistemari, simetri eragiketak ezartzen zaiz-
kionean puntu bat edo gehiago higitu gabe geratzen badira, talde puntua-
la dela esango dugu. Hogeita hamabi talde puntual daude, eta 1 irudiko
simetri taldeari O taldea (talde oktaedrikoa) esango diogu. Bi elementu
C(i) eta C(j) klase berekoak direla esango dugu, hurrengo baldintza bete-
tzen badute:
RC(i)R–1 = C(j) (2)
zeinean, R O taldearen edozein elementu izan daitekeen. O taldearen ho-
geita lau simetri eragiketak, bost klasetan bil ditzakegu. Halaber, taldea-
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ren elementu batzuek beraien arteko konbinazioen bidez, beste elementu
guztiak sor ditzakete. Elementu hauei, elementu sortzaileak esango die-
gu, eta O taldearen elementu sortzaileak C4(z) eta C4(y) izan daitezke.Elementu sortzaileak uhin-funtzioei ezartzen badizkiegu, hau lortzen
dugu:
C4(z)ϕξ = –ϕη
C4(z)ϕη = ϕξ
C4(z)ϕζ = –ϕζ (3)
C4(z)ϕu = ϕu
C4(z)ϕv = –ϕv
Hau guztia, matrize eran ipin dezakegu:
C4(z)[ϕξϕηϕζϕuϕv] = [ϕξϕηϕζϕuϕv]D(C4(z)), (4)
zeinean
Eta halaber:
C4(y)ϕξ = ϕζ
C4(y)ϕη = –ϕη
C4(y)ϕζ = –ϕξ (5)
C4(y)ϕu = –1/2ϕu + Î3/2ϕv
C4(y)ϕv = Î3/2ϕu + 1/2ϕv.
Berriro matrize eran ipiniz,
C4(y)[ϕξϕηϕζϕuϕv] = [ϕξϕηϕζϕuϕv]D(C4(y)), (6)
D(C z4
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zeinean,
Esango dugu D(R) matrize-multzoa (R, O taldearen elementua izanik) O tal-
dearen D adierazpena dela. D adierazpenean, ϕξ, ϕη, ϕζ, ϕu, eta ϕv adieraz-penaren oinarriak dira.
D(C4(z)) eta D(C4(y)) matrizeek itxura bereizgarri hau dute:
zeinean, + elementuek oro har ez duten zero balio. Orokortzen badugu,
D(R) matrizeek R edozein elementurako itxura bera dute. Horrela, D adie-
razpena bi adierazpenetan bana daiteke:
D = D(T2) +D(E), (7)
ϕξ, ϕη, eta ϕζ D(T2) adierazpenaren oinarriak izanik eta ϕu, eta ϕv D(E) adieraz-penak. D(T2) eta D(E) adierazpenak, O taldearen adierazpen laburtezinak di-
rela esango dugu eta adierazpen laburtezinen eta klaseen kopurua bera
dela, froga daiteke. Horrela, O taldean bost adierazpen laburtezin daude,
D(A2), D(A2), D(E), D(T1) eta D(T2) deritzenak.
Ikusi dugu ϕξ, ϕη, ϕζ, eta ϕu, ϕv, D(T2) eta D(E) adierazpenei dagozkien
oinarriak direla. Oro har froga daiteke autoegoera baten uhin-funtzioak tal-
dearen adierazpen laburtezin baten oinarriak izan daitezkeela, talde honen
simetri eragiketek sistema aldatu gabe uzten badute. Beste era batean esan-
da, autoegoera bat adieraz daiteke adierazpen laburtezinez, zeinen oina-
rriak egoeraren uhin-funtzioak diren [4]. 
+ + +
+ + +
+ + +
+ +
+ +
⎡
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎤
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
0 0
0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
D(C y4
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 2 3 2
0 0 0 3 2 1 2
( ))
–
–
–
=
⎡
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎤
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
Hidrogeno atomoaren energi mailen banatzea eremu kubiko batean
EKAIA, 14 (2001) 95
Adierazpen laburtezinen ezaugarritzat karakterea hartuko dugu, karak-
terea matrizeen elementu diagonalen batura izanik. Orduan, O taldearen
karaktere-taula horrela geratzen da:
zeinean, E, C4, C42, C3, eta C2 O taldearen bost klaseak diren.
Orain eztabaidatuko dugu nola jakin dezakegun zein den energi maila
baten banatzea, sistemaren simetria txikiagoa denean, karaktere-taula hau
erabiliz [5]. Demagun hidrogeno atomoa isolatuta dagoela. Orduan, nukleo-
tik igarotzen den edozein ardatzarekiko edozein angeluko biraketa egiten
badugu, sistema aldatzen ez dela ikusiko dugu. Sistema honen simetri tal-
deari, biraketa jarraituen taldea esango diogu. Talde honetan elementuen
kopurua, eta baita klaseen kopurua ere infinitoa da. Lehen ikusitakoaren
arabera, hidrogenoaren uhin-funtzioak 3d egoeran, ϕ3dm(r) = R3d(r)Ydm(θϕ)(m = –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3) biraketa jarraituen taldearen, 5 bider degenera-
tua den D(d) adierazpen laburtezinaren oinarriak izan behar dira. α angeluko
biraketaren matrize-adierazpena D(d)(α) horrela gelditzen da:
eta adierazpen honen karakterea,
χ(d)α) = sin(5α/2)/sin(α/2). (8)
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Adierazpen 
laburtezinak Karaktereak
E C4 C42 C3 C2
A1 1 1 1 1 1
A2 1 –1 1 1 –1
E 2 0 2 -1 0
T1 3 1 –1 0 –1
T2 3 –1 –1 0 1
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Hidrogeno atomoa, simetria kubikoa duen sisteman kokatua denean,
edozein angeluko biraketak ez du aldatu gabe mantentzen, sistemak soilik
O taldearen elementuak aplikatzean aldatu gabe dirau, eta O taldea biraketa
jarraituen taldearen azpitaldea dela esaten dugu. O taldearekin lan egiten
badugu, D(d) adierazpena laburgarria da, hau da, O taldearen adierazpen la-
burtezinen batura bezala ipin daiteke, eta kalkulu matematiko erraz batzuen
ondoren, hau aurkitzen dugu:
D(d) = D(E) + D(T2). (9)
Sistemaren egoerak, simetri taldearen adierazpen laburtezinez adierazi-
ta daudela kontuan hartzen badugu, orduan azken adierazpenaren arabera
hidrogeno atomoaren 3d energi maila sistema kubikoan bitan banatzen da:
bata, bi bider degeneratua eta bestea, hiru bider degeneratua. Ikus dezake-
gunez, taldeen teoria erabiliz aurkitutako banatzea eta Schrödinger-en
ekuazioaren ebazpenaz aurkitutakoa bat bera dira. Dena dela, simetriaz
aurkitutako banatzea kualitatiboa da, hau da, ezin jakin dezakegu banatzea-
ren magnitudea. Lehen ikusi dugun bezala, uhin-funtzioak errepresentazio
laburtezinen oinarriak izan behar dira eta honetan oinarrituz uhin-funtzioen
menpekotasun angeluarra aurki dezakegu. Oinarri hauek aurkitzeko, O tal-
dearen elementu sortzaileak 3d energi mailaren uhin-funtzioei aplikatzen
dizkiegu eta nola aldatzen diren ikusten dugu. Hau kontuan hartuz eta oina-
rriei elementu sortzaileen matrizeak aplikatzean era berean aldatu behar di-
rela jakinda, uhin-funtzioen menpekotasun angeluarra aurkitzen dugu. 
4. ONDORIOAK
Artikulu honetan hidrogeno atomoaren energi mailen banatzea eremu
kubiko batean aztertu dugu. Ikusi dugun bezala, inguruneko simetria jais-
ten denean hidrogeno atomoak dituen energi mailak (edo baita beste atomo
batenak ere, nahiz eta zailagoa izan), kualitatiboki ezagutzeko ez da beha-
rrezkoa Schrödinger-en ekuazioa ebaztea; izan ere, askoz laburragoa den
taldeen teoriaren bidez emaitza hori lor dezakegu (nahiz eta banatzea
kuantitatiboki lortzeko Schrödinger-en ekuazioa ebatzi behar). Gainera tal-
deen teoriaz uhin-funtzioen menpekotasun angeluarra ere lor dezakegu.
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